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INTRODUKTION

Hir beskrivs ndgra grundldggande begrepp som man bor kénna till innan man léser vidare.

Att skriva sannolikheter

Matematiskt betecknas sannolikheten for en hindelse med p. Sannolikheten for en héndelse som
forvintas intréffa vid varannat tillfdlle kan skrivas matematiskt pa nagot av nedanstaende sitt:
p="=50%=0,5

Vid statistiska berdkningar skrivs sannolikheter som tal i intervallet 0 till 1 snarare @n 0 till 100 %.

Sannolikhetslagar
Beteckningar:
P(4) sannolikheten for att hindelse A intréffar
P(4) sannolikheten for att hindelse A inte intréffar ("komplementhdndelse")

P(ANB) sannolikheten for att bdde héndelse A och héndelse B intriffar
P(AUB) sannolikheten for att minst en av hindelse A och hindelse B intréffar

P(A|B) sannolikheten for att hdndelse A ocksa intraffar om hiandelse B intréffar
Sannolikhetslagar:

P(4)=1-P(4)

P(AUB)=P(4)+P(B)—P(A4NB) additionssatsen

P(ANB)=P(A4)-P(B|4)=P(B)-P(A|B) multiplikationssatsen (beroende hiindelser)
P(ANB

P(A|B)= ﬁ betingad sannolikhet (beroende hindelser)
P(A|B)-P(4) "

P(B|A)= B Bayes teorem (efter pristen Thomas Bayes)

Observera att vid oberoende héndelser giller att:
P(A|B)=P(A)
P(B|4)=P(B)
P(ANB)=P(4)-P(B) "multiplikationssatsen" (oberoende hindelser)


https://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Bayes
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Fakulteter

Fakulteter &r sdrskilt anvéindbara nér man skall berdkna antalet mojliga utfall. Fakulteten for heltalet

n ar lika med produkten av samtliga heltal i talserien {1, ..., n}.

n'=1-....n
21=1-2=2
31=1-2-3=6

Dessutom géller att:
0'=1

Vid n ingdende element (objekt) dr n! olika permutationer (uppriakningar) majliga.
Julius, Julia och deras robot Julium vill leka att de stdr i ko vid en statlig myndighet.
Totalt dr 6 olika kéer mojliga: Julius-Julia-Julium, Julius-Juliuvm-Julia, Julia-Julius-
Julium, Julia-Julium-Julius, Julium-Julius-Julia samt Julium-Julia-Julius.

Antalet mgjliga kombinationer nér vi anvénder x av y tillgidngliga element:

Yoo ot 3.3t _ 6,
. _x!'(y—x)! till exempel 2 _2!.(3_2)!—21— (A, B, C: A+B, A+C eller B+C)
Antalet mgjliga upprakningar nér vi anvinder y element varav x dr A och resten ér B:
V-—2 |32 =8 =3 (AaB. ABA A
x| xt{y—x)r Ullexempel |5 For3 ) T2 0 (AAB, ABA samt BAA)
Odds och oddskvot

Oddsen for ett utfall 4r lika med sannolikheten for utfallet dividerad med sannolikheten for att
utfallet inte dger rum. Om 10 exponeras, 8 blir sjuka och 2 forblir friska sa &r oddsen for sjukdom
efter exponering 4. Om 40 inte exponeras, 8 blir sjuka och 32 forblir friska s &r oddsen for

sjukdom efter icke-exponering 0,25.

Oddskvoten anger den relativa sannolikheten. Med foregaende siffror blir oddskvoten for sjukdom

lika med 4 / 0,25 = 16; exponering gor alltsa att risken for sjukdom blir 16 ganger hogre.
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Typer av data

Kvantitativa data utgdrs av mangder och méts med siffror (till exempel &lder och vikt). Kvalitativa
data utgors istéllet av egenskaper (till exempel blodgrupp och kon). Kvalitativa data kan visserligen

bendmnas med siffror men dessa dr da att betrakta som etiketter snarare dn kvantiteter.

Kvalitativa data kan delas upp i tva undertyper, nominaldata respektive ordinaldata. Nominaldata
beskriver egenskaper som saknar inbdrdes virderingsordning och alltsa inte later sig inordnas i
skalor (till exempel blodgrupp eller kon). Ordinaldata kan rangordnas men inte storleksbestimmas
(till exempel betyg, dér det inte gar att sdga att kriterierna for ett hogre betyg ér lika med kriterierna

for ett lagre betyg multiplicerat med en viss faktor).

Kvantitativa data kan i sin tur ocksd delas upp 1 tva undertyper, intervalldata och kvotdata.
Skillnaden mellan dem é&r att intervalldata kan ha negativa vérden (till exempel temperatur enligt

Celsiusskalan) medan kvotdata inte kan det (till exempel vikt).

Kvotdata kan omvandlas till intervalldata, intervalldata till ordinaldata och ordinaldata till

nominaldata. Omvandlingar i andra riktningen dr mycket vanskligare.

Kvantitativa data kan vidare sigas finnas i tva varianter, diskreta data respektive kontinuerliga data.
Diskreta data dr begransade till ett antal specifika virden; till exempel kan en tdrning endast anta
virdena {1, 2, 3, 4, 5, 6} men inte nagot annat virde mellan dessa. Kontinuerliga data begrinsas
déremot inte till ett fital punkter inom det studerade omradet; exempel pé sddana data ar langd, vikt
och alder som 1 teorin kan beskrivas med ett odndligt antal decimaler och ddrmed antaga ett odndligt

antal mojliga virden. Kontinuerliga data maste darfor beskrivas med intervaller.

Typen av data dr avgdrande for vilka statistiska undersokningar som ar mojliga.

Kursbetyg dr ett typiskt exempel pa ordinaldata eftersom det gar att rangordna dem
men inte att goéra en kvantitativ mdtning av avstandet mellan dem (det vill sdga
mellan deras definitioner enligt liroplanen). Att rdkna ut genomsnitt utifrdn
kursbetyg dr saledes matematiskt felaktigt, dkta genomsnitt fordrar kvantitativa data.

Det dr ocksd den vanligaste antagningsmetoden till hogre utbildning i Sverige.
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Diagram

Venndiagram (efter logikern John Venn) utgors av en karta dir geometriska figurer, ofta cirklar,
representerar olika hindelser eller grupper. Overlappningar mellan tva eller fler figurer betyder att
det som figurerna representerar foreligger samtidigt (det kan till exempel vara sannolikheten for att

tva hindelser intraffar samtidigt).

Triaddiagram utgors av en karta over mojliga, forgrenade hiandelsekedjor.

Lidagram (box plot) anvinds for att visa hur urval av data dr invéndigt fordelade (se "deskriptiv
statistik" for forklaringar av foljande termer). Den centrala rutans yttre granser utgdrs av forsta och
tredje kvartilerna medan linjen som skir rutan utgér medianen. De tva utgdende strecken stracker
sig 1,5 kvartilavstdnd ut frdn 1&4dan. Virden mer an 1,5 kvartilavstand ut fran lddan betecknas
utliggare och brukar markeras i diagrammet som sma cirklar. Virden mer &n 3 kvartilavstand ut frin

ladan betecknas extremvérden.
Stolpdiagram och histogram &r bada exempel pa stapeldiagram men det finns en viktig skillnad:
stolpdiagram avser diskreta data och stir separata medan histogram avser kontinuerliga data och

dérfor saknar mellanrum mot grannstaplarna.

Sambandsdiagram (scatter plot) anvinds for att visa hur par av variabler (till exempel personers

lingd och vikt) fordelar sig. De parade variablerna ger x- respektive y-koordinaterna i diagrammet.

Det framgér ofta av diagrammet ifall det foreligger nagot tydligt samband mellan de tva variablerna.


https://en.wikipedia.org/wiki/Scatter_plot
https://en.wikipedia.org/wiki/Histogram
https://sv.wikipedia.org/wiki/Stolpdiagram
https://en.wikipedia.org/wiki/Box_plot
https://en.wikipedia.org/wiki/Tree_diagram_(probability_theory)
https://en.wikipedia.org/wiki/John_Venn
https://en.wikipedia.org/wiki/Venn_diagram
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SANNOLIKHETSFORDELNINGAR

Sannolikhetsfordelningarna dr fundamentala redskap inom statistiken, sdrskilt for analytisk statistik.
En sannolikhetsfordelning beskriver sannolikheterna for olika utfall utifran de valda parametrarna.
Dess medelvirde/vinteviarde E£(X) och varians Var(X) kan ocksa berdknas (se "deskriptiv statistik").
£ (x)= formel
E(X)= formel
Var (X )= formel
Sannolikhetsfordelningarna finns dven redovisade som referenstabeller dar man kan avldsa hur stor
sannolikheten dr fOr ett visst utfall utifrdn vanliga virden pd parametrarna (andra parametervirden

fordrar att man gor egna berékningar eller anvénder ett statistiskt datorprogram).

Binomialf6rdelning

Binomialfordelningen for diskreta data beskriver sannolikheten for att ett utfall av tva (till exempel

"ja" och "nej") intréaffar totalt x ganger under n forsok nér sannolikheten dr p for just det utfallet.

E(X)=np
Var(X)=n-p-(1-p)
Binomialfordelningar skrivs forkortat:
Bin(n , p)
Om 7 sétts till 1 s& fAr man Bernoulliférdelningen (efter matematikern Jakob Bernoulli):
f(x)=p~(1=p)™
For fler 4n 2 mojliga utfall kan man istéllet berdkna en multinomialférdelning med & mojliga utfall:

f(xl,...,xk)z

I’l/ X Xy . . .
— PP dirx; och p; anger olika utfalls antal och sannolikhet
x lox,!

Rékneexempel:
Sannolikheten for att Barney far en "perfekt vecka" (7 av 7) om chansen per dag ér 10 %:

!
f(7)=(;)-0,17-(1—0,1)7‘7=%-0,17-0,9°=1-0,17-1=0,0000001 eller cirka 0,00001 %


https://en.wikipedia.org/wiki/Jacob_Bernoulli
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Nedanfor aterges referenstabeller for olika varden pa n och p. Observera att angivna sannolikheter
utgdr kumulativa sannolikheter. Sannolikheten for exakt x intrdffanden fas genom att dven ldsa av
tabellvirdet for x — 1 och sedan dra av det fran tabellvdardet for x (alternativt genom att berdkna

vardet for binomialférdelningens sannolikhetsfunktion, vilket ocksa ger det exakta vérdet).

n=1
p=0,1 p=02 p=03 p=04 p=05 p=0,6 p=07 p=08 p=09

=

0 0,90000 0,80000 0,70000 0,60000 0,50000 0,40000 0,30000 0,20000 0,10000
1 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
n=>5
X p=0,1 p=02 p=03 p=04 p=05 p=06 p=07 p=08 p=09
0 0,59049 0,32768 0,16807 0,07776 0,03125 0,01024 0,00243  0,00032  0,00001
1 0,91854 0,73728 0,52822 0,33696 0,18750 0,08704 0,03078 0,00672  0,00046
2 0,99144  0,94208 0,83692 0,68256 0,50000 0,31744 0,16308 0,05792  0,00856
3 0,99954  0,99328 0,96922 091296 0,81250 0,66304 0,47178 0,26272  0,08146
4 0,99999  0,99968 0,99757 0,98976 096875 0,92224 0,83193  0,67232  0,40951
5 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
n==6
X p=0,1 r=02 p=03 p=04 p=05 p=06 p=07 p=08 p=09
0 0,53144 0,26214 0,11765 0,04666 0,01563 0,00410 0,00073  0,00006  0,00000
1 0,88574 0,65536  0,42018 0,23328 0,10938 0,04096 0,01094 0,00160  0,00006
2 0,98415 090112 0,74431 0,54432 0,34375 0,17920 0,07047 0,01696  0,00127
3 0,99873  0,98304 0,92953 0,82080 0,65625 0,45568 0,25569 0,09888  0,01585
4 0,99995  0,99840 0,98907 0,95904 0,89063 0,76672 0,57983  0,34464  0,11427
5 1,00000 0,99994  0,99927 0,99590 0,98438 0,95334 0,88235 0,73786  0,46856
6 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
n="7
X p=0,1 p=02 p=03 p=04 p=05 p=06 p=07 p=08 p=09
0 0,47830 0,20972 0,08235 0,02799 0,00781 0,00164 0,00022  0,00001  0,00000
1 0,85031 0,57672 0,32942 0,15863 0,06250 0,01884 0,00379 0,00037  0,00001
2 0,97431 0,85197 0,64707 0,41990 0,22656 0,09626 0,02880 0,00467 0,00018
3 0,99727  0,96666 0,87396 0,71021 0,50000 0,28979 0,12604 0,03334  0,00273
4 0,99982  0,99533 0,97120 0,90374 0,77344 0,58010 0,35293  0,14803  0,02569
5 0,99999  0,99963 0,99621 0,98116 093750 0,84137 0,67058 0,42328 0,14969
6 1,00000 0,99999 0,99978 0,99836 0,99219 0,97201 0,91765 0,79028 0,52170
7 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
n=38
X p=0,1 p=02 p=03 p=04 p=05 p=06 p=07 p=08 p=09
0 0,43047 0,16777 0,05765 0,01680 0,00391 0,00066 0,00007 0,00000 0,00000
1 0,81310 0,50332 0,25530 0,10638 0,03516 0,00852 0,00129 0,00008  0,00000
2 0,96191 0,79692 0,55177 0,31539 0,14453 0,04981 0,01129 0,00123  0,00002
3 0,99498  0,94372  0,80590 0,59409 0,36328 0,17367 0,05797 0,01041  0,00043
4 0,99957  0,98959 0,94203 0,82633 0,63672 0,40591 0,19410 0,05628  0,00502
5 0,99998  0,99877 0,98871 0,95019 0,85547 0,68461 0,44823 0,20308 0,03809
6 1,00000 0,99992  0,99871 0,99148 0,96484 0,89362 0,74470 0,49668  0,18690
7 1,00000 1,00000 0,99993 0,99934 0,99609 0,98320 0,94235 0,83223  0,56953
8 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
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p=0,1
0,38742
0,77484
0,94703
0,99167
0,99911
0,99994
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000

p=0,1
0,34868
0,73610
0,92981
0,98720
0,99837
0,99985
0,99999
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000

p=0,1
0,12158
0,39175
0,67693
0,86705
0,95683
0,98875
0,99761
0,99958
0,99994
0,99999
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000

p=0.2
0,13422
0,43621
0,73820
0,91436
0,98042
0,99693
0,99969
0,99998
1,00000
1,00000

p=0.2
0,10737
0,37581
0,67780
0,87913
0,96721
0,99363
0,99914
0,99992
1,00000
1,00000
1,00000

p=0,2
0,01153
0,06918
0,20608
0,41145
0,62965
0,80421
0,91331
0,96786
0,99002
0,99741
0,99944
0,99990
0,99998
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000

p=03
0,04035
0,19600
0,46283
0,72966
0,90119
0,97471
0,99571
0,99957
0,99998
1,00000

p=03
0,02825
0,14931
0,38278
0,64961
0,84973
0,95265
0,98941
0,99841
0,99986
0,99999
1,00000

p=03
0,00080
0,00764
0,03548
0,10709
0,23751
0,41637
0,60801
0,77227
0,88667
0,95204
0,98286
0,99486
0,99872
0,99974
0,99996
0,99999
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
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n=9

p=04
0,01008
0,07054
0,23179
0,48261
0,73343
0,90065
0,97497
0,99620
0,99974
1,00000

p=0,5
0,00195
0,01953
0,08984
0,25391
0,50000
0,74609
0,91016
0,98047
0,99805
1,00000

n=10

p=04
0,00605
0,04636
0,16729
0,38228
0,63310
0,83376
0,94524
0,98771
0,99832
0,99990
1,00000

p=0,5
0,00098
0,01074
0,05469
0,17188
0,37695
0,62305
0,82813
0,94531
0,98926
0,99902
1,00000

n=20

p=04
0,00004
0,00052
0,00361
0,01596
0,05095
0,12560
0,25001
0,41589
0,59560
0,75534
0,87248
0,94347
0,97897
0,99353
0,99839
0,99968
0,99995
0,99999
1,00000
1,00000
1,00000

p=0,5
0,00000
0,00002
0,00020
0,00129
0,00591
0,02069
0,05766
0,13159
0,25172
0,41190
0,58810
0,74828
0,86841
0,94234
0,97931
0,99409
0,99871
0,99980
0,99998
1,00000
1,00000

p=0,6
0,00026
0,00380
0,02503
0,09935
0,26657
0,51739
0,76821
0,92946
0,98992
1,00000

p=0,6
0,00010
0,00168
0,01229
0,05476
0,16624
0,36690
0,61772
0,83271
0,95364
0,99395
1,00000

p=0,6
0,00000
0,00000
0,00001
0,00005
0,00032
0,00161
0,00647
0,02103
0,05653
0,12752
0,24466
0,40440
0,58411
0,74999
0,87440
0,94905
0,98404
0,99639
0,99948
0,99996
1,00000

p=0,7
0,00002
0,00043
0,00429
0,02529
0,09881
0,27034
0,53717
0,80400
0,95965
1,00000

p=0,7
0,00001
0,00014
0,00159
0,01059
0,04735
0,15027
0,35039
0,61722
0,85069
0,97175
1,00000

p=0,7
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00001
0,00004
0,00026
0,00128
0,00514
0,01714
0,04796
0,11333
0,22773
0,39199
0,58363
0,76249
0,89291
0,96452
0,99236
0,99920
1,00000

p=08
0,00000
0,00002
0,00031
0,00307
0,01958
0,08564
0,26180
0,56379
0,86578
1,00000

p=0.8
0,00000
0,00000
0,00008
0,00086
0,00637
0,03279
0,12087
0,32220
0,62419
0,89263
1,00000

p=08
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00002
0,00010
0,00056
0,00259
0,00998
0,03214
0,08669
0,19579
0,37035
0,58855
0,79392
0,93082
0,98847
1,00000

p=09
0,00000
0,00000
0,00000
0,00006
0,00089
0,00833
0,05297
0,22516
0,61258
1,00000

p=09
0,00000
0,00000
0,00000
0,00001
0,00015
0,00163
0,01280
0,07019
0,26390
0,65132
1,00000

p=09
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00001
0,00006
0,00042
0,00239
0,01125
0,04317
0,13295
0,32307
0,60825
0,87842
1,00000
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Poissonfordelning

Poissonfordelningen (efter matematikern Siméon Poisson) for diskreta data beskriver sannolikheten

for att ett utfall intraffar x gdnger under ett forsokstillfalle nar medelvérdet och variansen ér 4.

Var(X)=1

—A
e

Poissonfordelningar skrivs forkortat:

Po(2)

Rékneexempel:

Barney bér 1 genomsnitt 2 kostymer per dag. Sannolikheten for en dag med 3 kostymer ér:

r3)=22

_ 2% _ 8¢’

6

~(0,18 eller cirka 18 %

Nedanfor aterges en referenstabell for nagra viarden pé 4. Observera att de angivna sannolikheterna

aterigen utgor de kumulativa sannolikheterna, det vill siga summan av alla sannolikheter upp till x.

b A=1
0 0,36788
1 0,73576
2 0,91970
3 0,98101
4 0,99634
5 0,99941
6 0,99992
7 0,99999
8 1,00000
9 1,00000
10 1,00000
11 1,00000
12 1,00000
13 1,00000
14 1,00000
15 1,00000
16 1,00000
17 1,00000
18 1,00000
19 1,00000
20 1,00000
21 1,00000
22 1,00000

A=2

0,13534
0,40601
0,67668
0,85712
0,94735
0,98344
0,99547
0,99890
0,99976
0,99995
0,99999
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000

A=3

0,04979
0,19915
0,42319
0,64723
0,81526
0,91608
0,96649
0,98810
0,99620
0,99890
0,99971
0,99993
0,99998
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000

A=4

0,01832
0,09158
0,23810
0,43347
0,62884
0,78513
0,88933
0,94887
0,97864
0,99187
0,99716
0,99908
0,99973
0,99992
0,99998
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000

A=5

0,00674
0,04043
0,12465
0,26503
0,44049
0,61596
0,76218
0,86663
0,93191
0,96817
0,98630
0,99455
0,99798
0,99930
0,99977
0,99993
0,99998
0,99999
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000
1,00000

A=06

0,00248
0,01735
0,06197
0,15120
0,28506
0,44568
0,60630
0,74398
0,84724
0,91608
0,95738
0,97991
0,99117
0,99637
0,99860
0,99949
0,99983
0,99994
0,99998
0,99999
1,00000
1,00000
1,00000

A=T

0,00091
0,00730
0,02964
0,08177
0,17299
0,30071
0,44971
0,59871
0,72909
0,83050
0,90148
0,94665
0,97300
0,98719
0,99428
0,99759
0,99904
0,99964
0,99987
0,99996
0,99999
1,00000
1,00000

=8

0,00034
0,00302
0,01375
0,04238
0,09963
0,19124
0,31337
0,45296
0,59255
0,71662
0,81589
0,88808
0,93620
0,96582
0,98274
0,99177
0,99628
0,99841
0,99935
0,99975
0,99991
0,99997
0,99999

A=9

0,00012
0,00123
0,00623
0,02123
0,05496
0,11569
0,20678
0,32390
0,45565
0,58741
0,70599
0,80301
0,87577
0,92615
0,95853
0,97796
0,98889
0,99468
0,99757
0,99894
0,99956
0,99983
0,99993


https://en.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A9on_Denis_Poisson
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Normalfordelning

Gaussfordelningen (efter matematikern Carl Gauss), eller normalférdelningen, for kontinuerliga
data dr den kanske frimsta sannolikhetsfordelningen. Enligt den centrala grinsvirdessatsen kommer
medelviardena av oberoende slumpmaéssiga urval att ndrma sig en normalférdelning nar allt fler
urval tillkommer, oavsett deras egna sannolikhetsfordelningar. Normalfordelningen dr sirskilt
relevant for den medicinska vetenskapen eftersom manga biologiska variabler dr normalférdelade.
Normalfordelningen &r 1 diagram formad som en symmetrisk kulle eller "klocka" 1 genomskérning,

med ett relativt hogt mittparti och kontinuerliga svansar &t hoger och vinster.

(x—p)

— 1 '67 26°
f(X)_O'm
E(X)=u

Var(X)=0"
Normalfordelningar skrivs forkortat:

N(u, o)
Normalfordelningens referenstabeller utgér vanligtvis fran den standardiserade normalférdelningen
N(0,1), dven kiind som z-férdelningen, dir u = 0 och ¢® = 1. Genom en z-transformation kan man
berdkna det Z-virde som X motsvarar: X minus medelviardet, dividerat med standardavvikelsen.

X—X

X_
Z= K eller Z=
o

Negativa virden for Z avldses som positiva, sedan subtraheras tabellvérdet frén 1.

Z =1,00 motsvarar 0,841

=—1,00 motsvarar da 1,000 — 0,841 = 0,159

Vid z-fordelningen motsvarar vérdet pa Z antalet standardavvikelser fran u!

1+ 1,000 motsvarar 0,841 — 0,159 = 0,682 (68 % av normalfordelningen finns inom 1,000)

u =+ 1,960 motsvarar 0,975 — 0,025 = 0,950 (95 % av normalfordelningen finns inom 1,960)
z, motsvarar det z-virde som vid tabellavldsning ger virdet y. Om y dr mindre dn 0,500 sa letar man
efter ett negativt z-vérde och soker dérfor i tabellen efter vérdet 1 — y.

Zo975 = 1,96

Zo02s =—1,96

Observera att med kontinuerliga data kan man inte identifiera sannolikheter for exakta utfall! Det
finns oédndligt minga decimaler och sannolikheten for ett exakt viarde &r alltsd odndligt liten. Det

man kan gora &r att bedoma sannolikheten for utfall nedanfor eller ovanfor ett visst grinsvirde.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss

Réikneexempel:

Den dramatiska tiden mellan "legen" och "dary" foljer en normalférdelning.
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Medeltiden &r 10 sekunder och standardavvikelsen &r 4 s. Hur vanliga ar tider 6ver 20 s?

Tabellavldsning for 2,50 visar att tider pd upp till 20 sekunder utgér 0,99379 (99,379 %).
Tider over 20 sekunder utgor dé aterstoden, 1 —0,99379 = 0,00621 (0,621 %).

Vid avldsning av referenstabellen motsvarar olika kolumner olika vérden pd den andra z-decimalen.

z
0,0
0,1
0,2
03
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
12
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2.1
22
2.3
24
2,5
2,6
2,7
2.8
2,9
3,0
3,1
32
33
34
35

0
0,50000
0,53983
0,57926
0,61791
0,65542
0,69146
0,72575
0,75804
0,78814
0,81594
0,84134
0,86433
0,88493
0,90320
0,91924
0,93319
0,94520
0,95543
0,96407
0,97128
0,97725
0,98214
0,98610
0,98928
0,99180
0,99379
0,99534
0,99653
0,99744
0,99813
0,99865
0,99903
0,99931
0,99952
0,99966
0,99977

1
0,50399
0,54380
0,58317
0,62172
0,65910
0,69497
0,72907
0,76115
0,79103
0,81859
0,84375
0,86650
0,88686
0,90490
0,92073
0,93448
0,94630
0,95637
0,96485
0,97193
0,97778
0,98257
0,98645
0,98956
0,99202
0,99396
0,99547
0,99664
0,99752
0,99819
0,99869
0,99906
0,99934
0,99953
0,99968
0,99978

2
0,50798
0,54776
0,58706
0,62552
0,66276
0,69847
0,73237
0,76424
0,79389
0,82121
0,84614
0,86864
0,88877
0,90658
0,92220
0,93574
0,94738
0,95728
0,96562
0,97257
0,97831
0,98300
0,98679
0,98983
0,99224
0,99413
0,99560
0,99674
0,99760
0,99825
0,99874
0,99910
0,99936
0,99955
0,99969
0,99978

3
0,51197
0,55172
0,59095
0,62930
0,66640
0,70194
0,73565
0,76730
0,79673
0,82381
0,84849
0,87076
0,89065
0,90824
0,92364
0,93699
0,94845
0,95818
0,96638
0,97320
0,97882
0,98341
0,98713
0,99010
0,99245
0,99430
0,99573
0,99683
0,99767
0,99831
0,99878
0,99913
0,99938
0,99957
0,99970
0,99979

4
0,51595
0,55567
0,59483
0,63307
0,67003
0,70540
0,73891
0,77035
0,79955
0,82639
0,85083
0,87286
0,89251
0,90988
0,92507
0,93822
0,94950
0,95907
0,96712
0,97381
0,97932
0,98382
0,98745
0,99036
0,99266
0,99446
0,99585
0,99693
0,99774
0,99836
0,99882
0,99916
0,99940
0,99958
0,99971
0,99980
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5
0,51994
0,55962
0,59871
0,63683
0,67364
0,70884
0,74215
0,77337
0,80234
0,82894
0,85314
0,87493
0,89435
0,91149
0,92647
0,93943
0,95053
0,95994
0,96784
0,97441
0,97982
0,98422
0,98778
0,99061
0,99286
0,99461
0,99598
0,99702
0,99781
0,99841
0,99886
0,99918
0,99942
0,99960
0,99972
0,99981

6
0,52392
0,56356
0,60257
0,64058
0,67724
0,71226
0,74537
0,77637
0,80511
0,83147
0,85543
0,87698
0,89617
0,91309
0,92785
0,94062
0,95154
0,96080
0,96856
0,97500
0,98030
0,98461
0,98809
0,99086
0,99305
0,99477
0,99609
0,99711
0,99788
0,99846
0,99889
0,99921
0,99944
0,99961
0,99973
0,99981

7
0,52790
0,56749
0,60642
0,64431
0,68082
0,71566
0,74857
0,77935
0,80785
0,83398
0,85769
0,87900
0,89796
0,91466
0,92922
0,94179
0,95254
0,96164
0,96926
0,97558
0,98077
0,98500
0,98840
0,99111
0,99324
0,99492
0,99621
0,99720
0,99795
0,99851
0,99893
0,99924
0,99946
0,99962
0,99974
0,99982

8
0,53188
0,57142
0,61026
0,64803
0,68439
0,71904
0,75175
0,78230
0,81057
0,83646
0,85993
0,88100
0,89973
0,91621
0,93056
0,94295
0,95352
0,96246
0,96995
0,97615
0,98124
0,98537
0,98870
0,99134
0,99343
0,99506
0,99632
0,99728
0,99801
0,99856
0,99896
0,99926
0,99948
0,99964
0,99975
0,99983

9
0,53586
0,57535
0,61409
0,65173
0,68793
0,72240
0,75490
0,78524
0,81327
0,83891
0,86214
0,88298
0,90147
0,91774
0,93189
0,94408
0,95449
0,96327
0,97062
0,97670
0,98169
0,98574
0,98899
0,99158
0,99361
0,99520
0,99643
0,99736
0,99807
0,99861
0,99900
0,99929
0,99950
0,99965
0,99976
0,99983
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t-fordelning

Students ¢-fordelning (efter pseudonymen Student som anvindes av William Gosset, som vid den
tiden var anstélld vid Guinness) for kontinuerliga data anvinds framst vid sma populationer. Ju fler

frihetsgrader den har, desto battre motsvaras den av normalfordelningen.

Antalet frihetsgrader dr ett matt pad dataviardenas oberoende, pd hur manga utav dem som kan
variera. [fall det till exempel ar fastslaget att v datavarden har ett visst medelvérde sd racker det med
att kénna till viardet pad v — 1 dataviarden for att kunna bestimma vérdet pa det sista av dem och det

foreligger alltsd v — 1 frihetsgrader.

t, v motsvarar det #-virde som vid tabellavldsning for v frihetsgrader har sannolikhet y.
t0.975, 100 = 2,228
t0,025, 100 = —2,228

Referenstabellen for #-fordelningen har antalet frihetsgrader som rader och olika sannolikheter som

kolumner. For negativa varden pa ¢ subtraheras den avlista sannolikheten fran 1.

v p=070 p=080 p=090 p=095 p=0975 p=0990 p=0,995 p=0,9990 p=0,9995
1 0,727 1376 3,078 6314 12,706 31,821 63,657 318,309 636,619
2 0,617 1,061 1,886 2920 4303 6,965 9925 22327 31,599
3 0,584 0978 1,638 2353 3,182 4541 5841 10215 12,924
4 0,569 0,941 1,533 2,132 2,776 3,747 4604 7173 8,610
5 0,559 0920 1476 2,015 2571 3365 4,032 5893 6,869
6 0,553 00906 1440 1,943 2447 3,143 3,707 5208 5,959
7 0,549 0896 1415 1,895 2365 2,998 3499 4785 5408
8 0,546 0889 1397 1,860 2306 2896 3355 4501 5,041
9 0,543 0,883 1,383 1,833 2262 281 3250 4297 4,781
10 0,542 0879 1372 1812 2228 2764 3,169 4,144 4,587
11 0,540 0876 1363 1,796 2201 27718 3,106 4,025 = 4437
12 0,539 0,873 1356 1,782 2,179 2,681 3,055 3930 47318
13 0,538 0,870 1350 1,771 2,160 2,650 3,012 3852 4221
14 0,537 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2977 3,787 4,140
15 0,536 0,866 1341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073
16 0,535 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015
17 0,534 0,863 1,333 1,740 2,110 2567 2,898 3,646 3,965
18 0,534 0,862 1330 1,734 2,101 2552 2878 3610 3922
19 0,533 0,861 1,328 1,720 2,093 2539 2861 3,579 3,883

20 0,533 0,860 1,325 1,725 2,086 2528 2845 3552 3,850

25 0,531 0856 1316 1,708 2,060 2485 2787 3450 3,725

50 0,528 0,849 1299 1,676 2,009 2403 2,678 3261 3,496

100 0,526 0,845 1290 1,660 1,984 2364 2626 3,174 3390
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https://en.wikipedia.org/wiki/Guinness_Brewery
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Sealy_Gosset
https://en.wikipedia.org/wiki/Student's_t-distribution#History_and_etymology
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y*-fordelning

x*-fordelningen (chi-kvadrat-fordelningen) for kontinuerliga data anvinds ocksé flitigt, bland annat

for att dra slutsatser om varianser och avgora hur vl en teoretisk fordelning (en teoretisk modell, ett

teoretiskt samband) matchar observationerna.

X o.v motsvarar det y*-virde som vid tabellavldsning for v frihetsgrader har sannolikhet y.

){2(0,975, 10) = 20,483

X2<o,025, 10) = 3,247

Referenstabellen for y’-fordelningen har antalet frihetsgrader som rader och olika sannolikheter som

kolumner.
A%
1 0,000
2 0,010
3 0,072
4 0,207
5 0,412
6 0,676
7 0,989
8 1,344
9 1,735
10 2,156
11 2,603
12 3,074
13 3,565
14 4,075
15 4,601
16 5,142
17 5,697
18 6,265
19 6,844
20 7,434
21 8,034
22 8,643
23 9,260
24 9,886
25 10,520
30 13,787
40 20,707
50 27,991
60 35,534
80 51,172
100 67,328

0,000
0,020
0,115
0,297
0,554
0,872
1,239
1,646
2,088
2,558
3,053
3,571
4,107
4,660
5,229
5,812
6,408
7,015
7,633
8,260
8,897
9,542
10,196
10,856
11,524
14,953
22,164
29,707
37,485
53,540
70,065

0,001
0,051
0,216
0,484
0,831
1,237
1,690
2,180
2,700
3,247
3,816
4,404
5,009
5,629
6,262
6,908
7,564
8,231
8,907
9,591
10,283
10,982
11,689
12,401
13,120
16,791
24,433
32,357
40,482
57,153
74,222

p=0,005 p=0010 p=0,025 p=0,05

0,004
0,103
0,352
0,711
1,145
1,635
2,167
2,733
3,325
3,940
4,575
5,226
5,892
6,571
7,261
7,962
8,672
9,390
10,117
10,851
11,591
12,338
13,091
13,848
14,611
18,493
26,509
34,764
43,188
60,391
77,929

p=050 p=095 p=0,975 p=0,990 p=0995

0,455
1,386
2,366
3,357
4,351
5,348
6,346
7,344
8,343
9,342
10,341
11,340
12,340
13,339
14,339
15,338
16,338
17,338
18,338
19,337
20,337
21,337
22,337
23,337
24,337
29,336
39,335
49,335
59,335
79,334
99,334
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3,841
5,991
7815
9,488
11,070
12,592
14,067
15,507
16,919
18,307
19,675
21,026
22,362
23,685
24,996
26,296
27,587
28,869
30,144
31,410
32,671
33,924
35,172
36,415
37,652
43,773
55,758
67,505
79,082
101,879
124,342

5,024
7378
9,348
11,143
12,833
14,449
16,013
17,535
19,023
20,483
21,920
23,337
24,736
26,119
27,488
28,845
30,191
31,526
32,852
34,170
35,479
36,781
38,076
39,364
40,646
46,979
59,342
71,420
83,298
106,629
129,561

6,635
9,210
11,345
13,277
15,086
16,812
18,475
20,090
21,666
23,209
24,725
26,217
27,688
29,141
30,578
32,000
33,409
34,805
36,191
37,566
38,932
40,289
41,638
42,980
44,314
50,892
63,691
76,154
88,379
112,329
135,807

7,879
10,597
12,838
14,860
16,750
18,548
20,278
21,955
23,589
25,188
26,757
28,300
29,819
31,319
32,801
34,267
35,718
37,156
38,582
39,997
41,401
42,796
44,181
45,559
46,928
53,672
66,766
79,490
91,952

116,321
140,169
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F-fordelning

F-fordelningen (efter statistikern och biologen Ronald Fisher och matematikern George Snedecor)

anvénds bland annat inom analys och jdmforelser av varianser.

F, 1,2 motsvarar det F-virde som vid tabellavldsning med v, och v; frihetsgrader har sannolikhet y.

F.9s,10,100= 2,978

Referenstabellerna for F-fordelningen har frihetsgraderna v, som kolumner respektive v, som rader.

1-p=0,95
va/w 1 2 3 4 5 10 25 50 100
1 161,45 199,50 215,71 22458 230,16 241,88 24926 251,77 253,04
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,40 19,46 19,48 19,49
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,79 8,63 8,58 8,55
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 5,96 5,77 5,70 5,66
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,74 4,52 4,44 441
10 4,97 4,10 3,71 3,48 3,33 2,98 2,73 2,64 2,59
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,24 1,96 1,84 1,78
50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,03 1,73 1,60 1,53
100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 1,93 1,62 1,48 1,39
1-p=0,99
va /v 1 2 3 4 5 10 25 50 100
1 4052,18 4999,50 5403,35 5624,58 5763,65 605585 6239,83 6302,52 6334,11
2 98,50 99,00 99,17 99,25 99,30 99,40 99,46 99,48 99,49
3 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,23 26,58 26,35 26,24
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 14,55 13,91 13,69 13,58
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,05 9,45 9,24 9,13
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 4,85 431 4,12 4,01
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,86 3,13 2,60 2,40 2,29
50 7,17 5,06 4,20 3,72 3,41 2,70 2,17 1,95 1,83
100 6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,50 1,97 1,74 1,60
1-p=0,999
V2 /v 1 2 3 4 5 10 25 50 100
1 405284,07 499999,50 540379,20 562499,58 576404,56 605620,97 624016,83 630285,38 633444,33
2 998,50 999,00 999,17 999,25 999,30 999,40 999,46 999,48 999,49
3 167,03 148,50 141,11 137,10 134,58 129,25 125,84 124,66 124,07
4 74,14 61,25 56,18 53,44 51,71 48,05 45,70 44,88 44,47
5 47,18 37,12 33,20 31,09 29,75 26,92 25,08 24,44 24,12
10 21,04 14,91 12,55 11,28 10,48 8,75 7,60 7,19 6,98
25 13,38 9,22 7,45 6,49 5,89 4,56 3,63 3,28 3,09
50 12,22 7,96 6,34 5,46 4,90 3,67 2,79 2,44 2,25
100 11,50 7,41 5,86 5,02 4,48 3,30 2,43 2,08 1,87
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https://en.wikipedia.org/wiki/George_W._Snedecor
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DESKRIPTIV STATISTIK

Deskriptiv statistik behandlar hur datamaterial kan sammanfattas och presenteras. Vilka deskriptiva

matt som dr ldmpliga avgors av vilken datatyp som det ror sig om.

... for alla datatyper

Typvérdet (pa engelska "mode") anger det vanligast forekommande vérdet i en serie. Typvérdet for

talserien {1, 1,5, 7} ar 1.

Proportionen p avser slumpsannolikhet eller populationsandel. Motsvarigheten for stickprover ar:

D :% dér n dr det totala antalet utfall och x dr antalet utfall av den studerade typen

... for ordinala och kvantitativa data
Variationsvidden (pa engelska "range") anger avstdndet fran det minsta vérdet till det hogsta vérdet.

Medianvérdet, Md, anger det mittersta viardet vid en rangordnad upprdkning. Om antalet virden ar
jamnt sd motsvarar medianvirdet genomsnittet av de tva mittersta virdena. Med talen {1, 3, 9} sé
blir medianvirdet 3, med talen {1, 3, 5, 9} s blir medianvirdet 4. Medianvérdet kallas dven for den
andra kvartilen, Q2.
0,50-(n+1) anger medianvirdets placering i upprikningen
Forsta kvartilen, O/, anger vilket virde som hamnar mitt emellan medianen och seriens ldgre énde.
Tredje kvartilen, O3, anger vilket virde som hamnar mitt emellan medianen och seriens hogre énde.
0,25-(n+1) anger vilket placeringsnummer som den forsta kvartilen har i uppriakningen
0,75-(n+1) anger vilket placeringsnummer som den tredje kvartilen har i upprikningen
Kvartilavstdndet, /OR (pd engelska "inter-quartile range"), anger skillnad i1 virde mellan Q7 och Q3.
IOR=03—-0Q1
Percentiler delar upp serien i 100 steg. Q1, Q2 och O3 motsvaras av percentilerna #25, #50 och #75.

(x/100)-(n+1) anger vilket placeringsnummer som percentil x har 1 upprakningen
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... for kvantitativa data

Observera att parametrarna nedanfor anvander andra tecken nér de géller hela populationen istéllet

for stickprover; x ersitts av u, s ersitts av ¢ och n ersitts av N.

Medelvérdet (pd engelska "mean") &r storleken pa det teoretiska genomsnittliga vardet. En svaghet
med medelvirden (men inte medianvérden) &r att de paverkas av kraftigt avvikande viarden och
skeva fordelningar. Medelvirdet for ett stickprov med » métvarden skrivs matematiskt enligt nedan:

X, 4. +x, 2%

=l

XxX=
n n

Variansen s° r ett matt pd matvirdenas avsténd till medelvérdet; storre avvikelser ger storre varians.

Mitvirdenas avvikelser fran medelvardet kvadreras, summeras och divideras sedan med n — 1.

n—1
Standardavvikelsen s dr kvadratroten ur variansen och delar enhet med métvirdena, till exempel kg.
s=vs*

Variationskoefficienten CV anger istéllet hur stor standardavvikelsen &dr jaimfort med medelvéardet.

CV=

SR

Ifall tvé oberoende urval har samma populationsvarians (o, = 0>) sd kan den skattas som:

~2 (”1_ 1)“?"‘(”2_1)'3;
7= nt+n,—2

Med parade métviarden avses att tva urval hdmtar stickprover i par fran samma (eller parade)

subjekt, varefter mitvirdesparen (x och y) anvinds for att berikna medelskillnaden d.

n

d+..+d 2y,

g: n:z=l
n n
(di_‘_i)z
_i=1
Sa n—1
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Enkel linjér regression

Ifall man har ett antal stickprovsviarden som vardera omfattar variablerna x och y sa ar det mojligt

att berdkna vilka virden 1 rita linjens ekvation som bast motsvarar tillgdngliga data.
SSx:Z ('xi_x)z
i=1

SSy:Z (yz_.)_})z
i=1

n

SSxy:Z (xi_x)'(yi_y)

i=1

SS>

SS =85 ——x

78S
SS,
S_n—2
SS
h=—2X
O

by=y—b, %

Sammanfattningsvis géller att:
y=by+b,-x+e dir e betecknar slumpmissiga avvikelser (i genomsnitt 0)

2
Se
Var(b1)=SSx
Var(b )zsz- 1 )_C—2
Yo Teln oSS,

Rékneexempel:
Barney blev ihop med en tjej och borjade snart bli allt rundare.

Efter en manad var hans vikt (x) 80 kg, efter tva var den 86 kg och efter tre var den 95 kg

Vid samtliga tillfdllen var hans ldngd (y) 180 cm.

,_BETET) ) oo+ sio)_ o
3 T+ 1+ (5

: (xi_87)2

1

by=180—0-87=180 och dirmed far vi att y=0-x+180
I ett xy-diagram skér denna rita linjens ekvation exakt genom alla tre datapunkterna.

1

Den motsvarar alltsd métvardena alldeles perfekt. Men finns det egentligen ett samband..?

17



ldkarstudent.se

I verkligheten dr manga forhdllanden inte strikt linjdra men ibland kan det dnda vara mojligt att fa
ett linjért samband att framtrdda genom att utfora en matematisk transformation. Det kan géras med

bland annat logaritmering, tilligg av exponenter till x eller anvéindande av x som exponent.

En ytterligare mdjlighet &r att flera oberoende variabler samspelar och da kan det behdvas multipel
regression. Detta utfors som regel med hjdlp av statistiska datorprogram eftersom beridkningarna

snabbt blir allt mer omfattande och komplicerade i takt med att fler oberoende variabler laggs till.

Korrelationskoefficient och forklaringsgrad

Pearsons korrelationskoefficient (efter statistikern Karl Pearson) &r ett matt pa styrkan i ett tankt
linjart samband mellan tva variabler. Vardet varierar frdn —1 till +1 och ju ldngre virdet &r fran 0,
desto starkare dr det linjdra sambandet; negativa samband 4r ocksé samband, fast i motsatt riktning.

Korrelationskoefficienter betecknas med 7 for stickprover och p for populationer.
SS

r =——
¥ SS,SS,
Frén korrelationskoefficienten kan man sedan berdkna forklaringsgraden * som anger hur stor andel

av en beroende variabels virde som kan forklaras med den oberoende variabeln vid en regression.

Réikneexempel:
Fran ovan vet vi att rita linjens ekvation kan beskriva Barneys lingd-viktforhallande exakt.
Men hur starkt dr egentligen det ovan nimnda "sambandet" mellan Barneys vikt och langd?
Fran utrdkningen i det foregdende rdkneexemplet vet vi redan att kvotens tdljare blir O.
Dirmed blir 7, = 0 och dess kvadrat * = 0. Det finns inte ndgon styrka alls i "sambandet".

Alltsa: att det gar att beskriva en relation med en ekvation utgdr inte en korrelation!

Ifall ens métvédrden avviker betydligt frin normalfordelningen, eller ifall de &r av ordinaltyp, s& kan
man istéllet anvinda Spearmans rangkorrelationskoefficient (efter psykologen Charles Spearman).
Forst ger man métvardena rangordningsnummer enligt variablerna som man studerar (till exempel
langd och vikt) och sedan berdknas korrelationskoefficienten utifrdn dessa rangordningstal.

63 (rang(x,)—rang(y,)?

i=1

r=1-—
’ n-(nz—l)
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Medelvirdets standardfel

"Standard error of the mean" (SEM), pa svenska "medelvirdets standardfel” eller "medelfelet", ar
ett matt pa hur vl ett stickprovs medelvéarde kan anvdndas som uppskattning av hela populationens.
s Vs s
CERTERE

Standardfel anvinds vid beriikning av konfidensintervall och finns 4ven for andra parametrar n x.

SEM .=s.=

Konfidensintervall

Ett konfidensintervall omfattar en viss andel av utfallen for en sannolikhetsfordelning. Den andel
som ligger utanfor konfidensintervallet betecknas o medan den omfattade andelen betecknas 1 — a.
Vid enkelsidiga konfidensintervall dr hela a samlat pd samma sida i sannolikhetsfordelningen,
antingen den 6vre (hdgra) eller den nedre (vénstra), medan dubbelsidiga konfidensintervall omges
av tvd omraden som vardera har storleken o/2. En mycket vanlig omfattning pd konfidensintervall
ar 95 % av sannolikhetsfordelningen vilket motsvaras av att a = 5 %. Till exempel innebir ett 95 %

konfidensintervall {or u att det dr 95 % sannolikhet for att x ligger inom konfidensintervallet.

Konfidensintervall for 4 nér ¢ dr kind:

2
- o
XiZ(l—alz)'\/

n

2 2
¥—z, 42 respektive x4z, 4/ <
(1-a"\ 7, (=) \

Konfidensintervall for 4 nir ¢ dr okénd och urvalet &r stort:

2

_ S
XiZ(l—a/Z)'\/;

2 2
—z(l_a)-\/z respektive )—C+Z(l_a).\ﬁ
n n

Konfidensintervall for x4 ndr ¢ dr okdnd och urvalet ar litet och normalfordelat:

$?
)_Cit(lfa/Z,nfl). ;

2 2
)_c—t(lwly\/% respektive 7_‘+t(1a,n1)'\/%

=l
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Konfidensintervall for D (den "sanna" genomsnittliga skillnaden mellan parade data):

SZ

3 d

d+t =
I1-al2,n—1
(1-arzn-1'\ 7,

2 2

- Ly A 55
d _t(la,nl)'\/_ respektive g +t(1a,n1)'\/_

n n

Konfidensintervall for skillnaden mellan 4 och up nér det kan antagas att o4 = g;:

- - o1 1
X, —Xgtt -\/0 e a
A B (1=al2,n 7+ ny—2)
A B nA nB
- o1 1 o ~2
Xa= X Uiy nyn,-2)4/ 0 n_+n_ respektive X, — X4y 1n,-2)4/ 0
4 Np

Konfidensintervall for skillnaden mellan x4 och us nér det kan antagas att o4 # os:

ny ng

Konfidensintervall for ¢

2 2
(721—1)-s <O_2<(n2—1)-s

X1—al2,n—1) X(al2,n—1)

n—1)-s* n—1)-s
(2—)<02 respektive 02<(2—)
X(l—a,n—l) X(a,n—l)

Konfidensintervall for p ndr n &r stort, gdrna 6ver 20:

1 a/2

Z(1—q)" p( p) respektive p+z(,_,- @

Konfidensintervall for skillnaden mellan p, och pg:

PA) ?98'(1_273)
D~ PB—Z1 al2)" "

Ps—Pp—
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Konfidensintervall for parametern b, vid enkel linjdr regression:

2
boit(l—a/z,n—z)'\/se' -

: 1, X
| =+—=— respektive b,+1¢ TR
N ) P 0 (1—a,n—-2) e (n SSX)

X

Konfidensintervall for parametern b, vid enkel linjir regression:

s,
blit(lfa/Z,n72)' SS
2 2
s, Kt s,
bl_t(l—a,n—z)' SS respekiive b1+t(1—a,n—2)' SS

Konfidensintervall for y ndr x har virdet x, vid enkel linjér regression:

1, (x—x)
by+b,-x,*+1 N e
0 O XoE(1—u2,n-2) \/Se (n SS. )

Prediktionsintervall for nésta enskilda virde pa y nér x har vérdet x, vid enkel linjdr regression:

i (xoxf)

1+—+

b,+b,-x,*t ] s>
0 140 (1—al2,n-2) \/ e n SSx
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ANALYTISK STATISTIK

Analytisk statistik behandlar hur datamaterial kan anvéndas for att dra slutsatser, sé kallad statistisk
inferens. Vilka analytiska tester som dr ldmpliga styrs av dels antalet mitvirden och dessas

fordelning, dels av vad det dr som undersoks.

Parametriska tester krdver normalférdelade data och ett tillrdckligt stort antal observationer medan
icke-parametriska tester alltid kan anvindas. Det specifika testvalet beror diarutover dven pd om

man gor jaimforelser eller studerar samband.

Estimatorer

En estimator dr en statistisk uppskattning av en parameters virde. I skrift skiljs estimatorn frn

parametern genom att den forses med en hatt.

A~ A 2~

u,6,6°,p

Man kan dven siga att s utgor ett stickprovs estimator av ¢ och x utgér ett stickprovs estimator av .

Estimatorer bedoms utifran hur vdl de uppnar tva egenskaper, vintevérdesriktighet respektive
effektivitet. Vantevardesriktighet bedoms efter hur vil estimatorn motsvarar parametern och méts
som storleken pé dess forvintade avvikelse fran denna. For populationens genomsnitt x4 skrivs detta:
Bias () =E (ft)—u
En estimators effektivitet motsvaras 1 sin tur av dess varians.
Var(71)
Hur bra olika estimatorer dr kan dirmed beddmas som kvadraten av skillnaden mellan estimatorer
och motsvarande parametrar — estimatorernas "mean squared error". For populationens medelvérde

w1 kan detta skrivas:

MSE=E (fi—u)' = Bias (1) +Var(Q)
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Hypotesprovningar

Vid hypotesprovning stdller man upp tvd hypoteser, nollhypotesen H, och alternativhypotesen H,.
H, motsvarar ett skeptiskt grundantagande om att observerade fenomen bara &r slumpmassiga
medan H, motsvarar ett antagande om att normal slump inte racker som forklaring. H, kan dven ses
som "det som ska motbevisas". Om en undersokning pdvisar ett utfall som ska vara mycket ovanligt
enligt H, sa brukar det tolkas som att H, kan forkastas. Uttryckt som en sannolikhetsférdelning

representeras ovanliga utfall av signifikansnivén « och vanliga utfall av konfidensgraden 1 — a.

En vanlig grins for statistisk signifikans brukar vara att a = 0,05 vilket dven kallas for "enstjidrnig
signifikans". Vid tvastjarnig signifikans dr a = 0,01 och vid trestjirnig signifikans ar a = 0,001. Ju
konservativare (ldgre) signifikansgrins vi viljer desto bredare blir konfidensintervallet, desto storre
variationer tolkas som normala och desto svarare blir det att forkasta H,. Fordelen med att vélja en
konservativ signifikansniva &r att vi dr sikrare pa att vi inte forkastar en korrekt H, och accepterar
en felaktig H, (typ 1-fel, falskt positivt resultat) medan nackdelen dr att risken blir storre for att vi
behaller en felaktig H, och forkastar en korrekt H, (typ 2-fel, falskt negativt resultat). Det omvénda
giller for en liberal (hog) signifikansgréns: storre risk for typ 1-fel, mindre risk for typ 2-fel.
Sannolikheten for ett typ 1-fel utgdrs av o medan sannolikheten for ett typ 2-fel betecknas f.

En viktig sak att tinka pa &r risken for massignifikanser; ju fler forsok, desto storre ar risken for att

man accepterar nagon felaktig H;. Med a = 0,05 dr ungefar var 20:e signifikans falskt positiv!

Power

Sannolikheten for att acceptera en korrekt H, motsvarar alltsd 1 — . Detta ar det statistiska testets
styrka, dess "power". Ju storre stickprovet ir, eller ju storre den sokta effekten dr, desto storre power
har testet. Under fOrutsittning att hela populationens standardavvikelse ¢ dr kdnd och att man vet
hur stor skillnad som man 6nskar kunna pavisa (nedan benimnt uo — 1) vid signifikansnivan o sa

kan man berdkna hur stort stickprov som behdvs for att uppnd en dnskad niva av power (1 — f).

2 2
>(Z(1—ﬁ)+z(l—a/2)) o

for ett dubbelsidigt test

(ﬂo_ﬂ1>2
otz 2 2

n>(Z(1 (’3 20 )2)) d for ett enkelsidigt test
Ko™
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Testfunktioner for medelviarden

Utifrdn nollhypotesens antagande om populationens medelvirde, uo, kan man berdkna ett z-virde
(eller t-virde) och avlisa sannolikheten for observationen. Ar sannolikheten mindre 4n den valda
signifikansnivan sa ar skillnaden statistisk signifikant och nollhypotesen kan forkastas. Glom inte

att vid dubbelsidiga tester (avvikelser uppét och nedét) s multipliceras avlésta sannolikheter med 2.

z-test fOr u nér o ar kénd:

X Ho

z=
2
\/‘7_

n

z-test for u nér o dr okdnd och urvalet ar stort:

X—_,uo

z=
2
\/S_

n

t-test for u nér o dr okdnd och urvalet ir litet, om stickproverna dr normalfordelade:

X =l

¢2 dér antalet frihetsgrader dr n — 1

n

[=

Testfunktion for varianser

Nir nollhypotesen gor ett antagande om standardavvikelsen, %, sd kan man utifran det beriikna ett

x*-viirde och jaimfora det med y*-virdet for den valda konfidensgraden.

—1)-5%
= M dér antalet frihetsgrader dr n — 1
0y

Testfunktion for proportioner

z-test for p utifran nollhypotesens antagande om proportion, po, nér # ér stort (gérna over 20):

A

PP
\/po'(l_po)

n
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Testfunktioner for jamforelser av tva urval

Tvé urval, A och B, kan jamfOras for att se om det finns en statistiskt signifikant skillnad. Urvalens
egenskaper avgor vilket test som ar lampligt.

i-test for d-
d

2
Sa
n

t-test for skillnaden mellan u, och p nér det kan antagas att o, = o3:

[=

X4~ Xp

[=———
L L+L)
n, ng

t-test for skillnaden mellan w4 och u nér det kan antagas att o4 # o5:

X,—X
4 B
t_
S2 S2
4 B
_+_
l’lA l’lB
2 2\2

54, 58
ny ng
V:
dar 2|2 2 \?
Sa S
ny npg

F-test for skillnaden mellan o, och o5:

2

s
F =—; vilket jimfors med grinsvirdet £(1_u2.0,—1.1,-1)
Sp

z-test for skillnaden mellan p, och pg:
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Testfunktioner for regressionslinjer

Vid enkel linjir regression &r en av variablerna beroende (y) och den andra oberoende (x).
yi=Pot Bix e,
Residualen ¢; utgor den slumpmaéssiga och normalfordelade skillnaden mellan regressionslinjen och

det uppmaitta matvirdet vid x; (se "linjar regression" for skattningar av f; och f, samt definitioner av

SS. och §2).

t-test for fo:

f= b 0 p 0,0
3 1 N )—C_z dér antalet frihetsgrader dr n — 2
‘\m SS,
t-test fOr fi:
f= b 1 :Bl,()
\/ sf dér antalet frihetsgrader ar n — 2
SS,

(dar B = 0 kan anvindas for ett tvdsidigt test av om det alls finns négot linjart samband)

Testfunktioner for korrelationskoefficienter

t-test for pxy (populationens Pearson-korrelation mellan X och Y):

(n—2)

[=r, (1-) dar antalet frihetsgrader ar n — 2
—r

t-test for ps (populationens Spearman-rangkorrelation mellan X och Y):

t=rs-\/ ((;1 _22)) dar antalet frihetsgrader dr n — 2
—-r
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Testfunktioner for variansanalys (ANOVA)

Variansanalys anvinds for att jamfora tre eller fler populationers medelvirden. Variansanalys brukar
goras med statistikprogram eftersom berdkningsvolymen kan bli stor och detta stycke avgrdnsas

darfor till nagra enkla exempel som bor ge en fingervisning om vad ANOVA kan anvéndas till.

Vid ensidig variansanalys finns det a dataserier med » métviarden vardera. Det totala medelvirdet

betecknas u, dataseriernas medelvédrdens avvikelser fran detta betecknas @; och enskilda métviarden

betecknas y;. Enskilda métvirdens avvikelser frén dataseriernas medelvarden utgor residualen g;.
Yy=#tate,

Kvadratsumman for datamidngdens totala variation betecknas SS7. Den kan anses bestd av dels

variationen mellan dataserierna, SS,, och dels variationen inom dataserierna, SSg.

SS,=SS ,+5S,

SS, Z z yl] ® dér antalet frihetsgrader drn - a — 1

i=1 j=1

SS, Z Z ? dir antalet frihetsgrader ar a — 1

i=1 j=1
MY z z yl] ? dér antalet frihetsgrader dr n - a —a
i=1 j=1

F-test for dataseriernas medelvarden (H, ar att alla medelvérden éar lika):

SS,
Fe a—1

SS,
n-a—a

dér antalet frihetsgrader dr a — 1 respektive n - a —a

En variant av ovanstdende dr att métvirdena kan vara indelade 1 n block, dér varje dataserie har ett
mitvérde 1 varje block och de olika blocken motsvarar olika omsténdigheter (inte olikt parade data).
yy=ﬂ+ai+ﬂj+eij
SS,=8S ,+8S,,.tSSE

S biock = Z Z ? dir antalet frihetsgrader dr n — 1

i=1 j=1

8§ ;=85,—85 ,—S8S,,.« dir antalet frihetsgrader dr (a — 1) - (n— 1)

(SSA)
a—1
F=

SS,

(a—1)-(n—1)

) dér antalet frihetsgrader dr a — 1 respektive (a — 1) - (n — 1)
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Testfunktioner for sannolikhetsfordelningar av icke-kvantitativa data

Om man har en nollhypotes om sannolikheterna for olika alternativa utfall, till exempel hur manga
barn som fods med olika 0gonférger i en familj, s kan det testas huruvida observationerna stoder
nollhypotesen. I formlerna nedanfor betecknar p; sannolikheten och o; antalet observationer for
kategori (mdjligt utfall) nummer i (av c¢). Det totala antalet observationer dr n. Palitliga resultat

fordrar att n - p; 4r minst 5 for varje kategori; om inte s &r ett alternativ att sla ihop kategorier.

-test for 1 forvig bestimda sannolikheter:

2_261 (Oi_”'Pi)2

dér antalet frihetsgrader dr ¢ — 1
i=1 n-p

x-test for att en viss typ av sannolikhetsfordelning foreligger (p; berdknas fran urvalet):

2_261 (Oi_”'Pi)2

dér antalet frihetsgrader dr ¢ — 1 — [antal skattade parametrar bakom p;]
i=1 n-p;

Det dar dven mojligt att bedoma ifall olika stickprover foljer samma fordelning eller skiljer sig at. I
formlerna nedanfor betecknar r stickprover (rader i tabell) och ¢ typer av utfall (kolumner i tabell).

For olika kombinationer av dessa (rutor i tabell) betecknas observationer o; och sannolikheter p;.

e Z Z T IR frihetsgrader &r (r— 1) - (¢ — 1)

i=1 j=1 n- p ij
. z Z _ [summa radi]-[summa kolumn j] L 3
dar % = % eller D;= 3 for kombinationen ij
iT g n "
Rékneexempel:

Barney har médnga strategier for att nd sina méal, ofta genom att latsas vara nagot han inte ar.
Ibland latsas han vara astronaut, ibland tidsresendr, ibland yogainstruktor, ibland blind.
Som nollhypotes antar vi att dessa fyra ér lika vanliga; pi =p> =ps =ps=1,00/4 =0,25.
Efter 20 observationer blev fordelningen {10, 2, 6, 2} for fredagar.

2:(20—20-0,25)2+(2—20-0,25)2+(6—20-0,25)2+(2—20-0,25)2

20-0,25 20-0,25 20-0,25 20-0,25
2 2 2 2 2 2 2 2
X2=(205_5) +(2;5) +(6—55) +(2—55) _(15)°+(=3) 5+(1) +(=3) :2;14:48,8

Avlésning av y*-fordelningen for 20 — 1 = 19 frihetsgrader och p = 0,995 ger 38,6.
Observationerna skiljer sig alltsa mycket signifikant fran nollhypotesen, som forkastas.

Vill man ga langre s kan man jimféra om olika veckodagar har olika strategiférdelningar.
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Icke-parametriska testfunktioner

Icke-parametriska testfunktioner ldmpar sig for ordinaldata och icke normalfordelade kvantitativa

data. De fordrar dock ett storre antal observationer for att uppna en viss signifikansniva.

For att testa om ett enkelt eller parat stickprov har en median som avviker signifikant frn
nollhypotesens Md, kan man anvéinda teckentestet. Teckentestet anses vara det forsta statistiska

testet och anvindes ar 1710 av ldkaren John Arbuthnot i en studie dér han visade att slumpen inte

rackte som forklaring till att det foddes fler pojkar an flickor.
Sannolikheten for att en median ska dverskridas av m utav n virden ges av binomialférdelningen for
n med p = 0,50 (vid dubbelsidigt test multipliceras avlist sannolikhet med 2). Om avlést sannolikhet

ar lagre dn vald signifikansniva sé forkastas H,.

Rékneexempel:
IQ-medianen bland Barneys tillfdlliga kvinnliga bekantskaper pastds vara hogst 95.
Barney accepterar utmaningen och under en ménad genomfor han postcoitala IQ-tester.
Resultatet av stickprovet blev totalt 8 métvéarden {85, 90, 95, 100, 100, 105, 110, 120}.
Totalt 5 av 8 virden overskrider Md, vilket har sannolikheten 1 — 0,85547 = 0,14453.

En sannolikhet pa 14 % ricker inte for att avfarda nollhypotesen.

Nair man ska testa om det foreligger en signifikant skillnadsmedian for tva parade populationer sa

kan man anvidnda Wilcoxons teckenrangtest. Forst berdknas varje datapars inbordes skillnader.

d,=y,—x, for parserien {1, ..., n}
Sedan rangordnas d; utifran absolutvirdenas storlek (oberoende av om d; dr positiva eller negativa).
Slutligen rdknar man ut rangsummorna R, som dar rangsumman for alla d; som har positiva
véirden och R,eeuiv SOM dr rangsumman for alla d; som har negativa virden. Den mindre rangsumman
blir var teststatistika . Signifikant avvikelse fran H, foreligger ndr W dr mindre dn det kritiska
vérdet for n med den valda signifikansnivén a (se tabellerna pa nésta sida). Om # &r strre dn 25 sd

kan man dock Overviga att anvdnda en normalapproximation istdllet for tabellavldsning.

n(n+1)
\/n-(n+1)~(2n+1)
24
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Kritiska varden for Wilcoxons teckenrangtest. Rad viljs utifran # och kolumn utifran onskat o.
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For att testa om tva grupper har samma median kan man anvinda Mann-Whitney-Wilcoxons U-test
(efter matematikern Henry Mann, studenten Donald Whitney och statistikern Frank Wilcoxon).

Forst rangordnas alla métvarden. Lika stora métvirden far sitt rangintervalls median som rangtal.
Exempel: urvalen {a, d, e} och {b, c, d, f} far rangtalen {1, 4.5, 6} och {2, 3, 4.5, 7}.
Sedan summeras urvalens rangtal till rangsummorna R, och R,.
Exempel: serierna {1, 4.5, 6} och {2, 3, 4.5, 7} far rangsummorna R, = 11,5 och R, = 16,5.
Slutligen berdknas U-vérden utifran de respektive rangsummorna.
U,=n;n,+(n;(n+1))/2—R,
U,=n,'n,+(n,(n,+1))/2—R,
Om antingen n, eller n, dr 10 eller ldgre s& jamf{ors det mindre av U-virdena med tabellvirden dver
kritiska grénser (se tabellerna pa nésta sida). Om U-vérdet dr ldgre dn tabellvérdet for n, och n, sd

forkastas Hy. Om bade n; och n, dr storre dn 10 s& anvdnds en normalapproximation istillet for

tabellavldsning.
n,n,
2 I .
z= dir U ér U, eller U, (bada ger samma resultat, ty n,-n,=U,+U,)
\/nl-n2~(n1+n2+1)
12

Kruskal-Wallis test (efter matematikern William Kruskal och ekonomen Wilson Wallis) motsvarar
Mann-Whitney-Wilcoxons U-test men for & populationer. Det kan liknas vid envdgs-ANOVA {or
ordinaldata eller icke normalférdelade kvantitativa data.

Forst rangordnas alla matvérden, frdn minst till storst och oberoende av urvalsgruppstillhorighet,
och sedan berdknas rangsummorna for de olika urvalsgrupperna. Urvalsgrupperna n; behdver inte

vara av samma storlek men om varje n; ér storre dn 5 sé kan man berékna y’-teststatistikan K.

k 2

R
Z : )—3~(n +1) dér antalet frihetsgrader ér k — 1
i=1 1

_ 12
n(n+1)

Vid statistisk signifikans skiljer sig urvalsgrupperna.

31


https://en.wikipedia.org/wiki/W._Allen_Wallis
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Kruskal
https://en.wikipedia.org/wiki/Frank_Wilcoxon
https://en.wikipedia.org/wiki/Henry_Mann

ldkarstudent.se

Kritiska varden for Mann-Whitney-Wilcoxons U-test. Rad och kolumn viljs utifran n; respektive n,.
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ADDENDA ET CORRIGENDA

Tillagg, korrigeringar och andra fordandringar som har gjorts sedan originalversionen.

2015-04-05

Beskrivningen av centrala gransvérdessatsen har forbéttrats.
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